ESTATICA DAS ESTRUTURAS | PROF. IBERE 1/37

> METODO DOS ESFORGOS

Na resolucdo de estruturas hiperestaticas (aquelas que ndo podem ser resolvidas com as 3
equacdes fundamentais da estatica , a saber : somatdria forgas verticais igual a zero , somatéria
forcas horizontais igual a zero , somatéria momento fletor referente a um ponto igual a zero) , n6s
podemos lancar mao do metodo dos esforgos. Este processo de calculo consiste na utilizagdo de
uma estrutura equivalente a que desejamos calcular, na qual substituimos um vinculo entre barras
ou entre barra e apoio por um carregamento externo. Vejamos alguns exemplos de modificagao
abaixo :
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A estrutura equivalente deve ser isostatica, caso a estrutura continue hiperestatica apos a
primeira modificacdo, executamos outra modificacdo e assim por diante até encontrar uma estrutura
equivalente isostatica. A estrutura equivalente deve ser desdobrada em:

ISOSTATICA BASICA — corresponde a estrutura equivalente com os carregamentos externos da viga original .
CASO (1) — corresponde a estrutura equivalente com o carregamento originado pela primeira modificago.
CASO (2) — corresponde a estrutura equivalente com o carregamento originado pela segunda modificagéo.
CASO (n) — corresponde a estrutura equivalente com o carregamento originado pela enésima modificacao.

Vale um comentario quanto a numeracdo da estrutura: deve-se procurar numerar 0s nés da

estrutura de forma que o ponto 1 coincida com a modificagdo 1 , o ponto 2 com a modificagéo 2 e

assim por diante, e, caso seja possivel, desaconselha-se duas modifica¢cdes no mesmo no.
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Para conseguirmos determinar as incOgnitas que superam 0 ndmero de equacdes

fundamentais da Estatica vamos usar equagdes de compatibilidade de deformacdo (seja esta

deformacéo a flecha, o giro, ou o giro relativo). Ou seja , valendo a sobreposi¢éo de efeitos :

na modificacdo do apoio movel do né “1” por uma forga “X”, temos que a soma da flecha
devida ao carregamento externo original com a flecha devida a forca “X” sera igual a zero
(condicéo de apoio na estrutura original).

01r =010+ 0811 - 0=2310+3dn

na modificacdo do engastamento do né “1” por um momento fletor “X” e um apoio fixo, temos
que a soma do giro devido ao carregamento externo original com o giro devido ao momento
“X” sera igual a zero (condicao de engastamento na estrutura original).

QGIR=Q*+ Q11 > 0=+ on

na modificacdo da ligacdo rigida entre barras no n6 “1” por uma articulagio com momentos
fletores relativos “X”, diremos que a soma do giro relativo devido ao carregamento externo
original com o giro relativo devido aos momentos fletores relativos “X” serd igual a zero
(condicéo de ligacao rigida - continuidade - na estrutura original).

QRIR = QrR10 + Pr11 —> 0= @Rr10o + Qr11

Os calculos relativos a flecha, giro e giro relativo serdo desenvolvidos com o Teorema de

Castigliano e auxilio da Tabela de Kurt Beyer. Para tanto devemos construir os diagramas de

momento fletor da Isostatica Bésica e dos “n” Casos. Uma vez que o Teorema de Castigliano utiliza

de um diagrama de momento gerado por um carregamento unitario, convém em cada Caso (“n”)

colocarmos em evidéncia X, tornando assim cada Caso (“n”) em um carregamento unitario

multiplicado por X.

Cria-se a equacgéo de compatibilidade na seguinte forma :

REAL = CASO (0) + X; . CASO (1) + X . CASO (2) + ... + Xy . CASO (n)

M, -M, ‘M

Castigliano : 5:j#-dx ,(p:j%.dx ’(DR:IMO L. dx

E-l

Encontradas as deformagGes por Castigliano , montamos um sistema linear devido as

equacOes de compatibilidade com a seguinte forma :
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Pip = Qo + X0y + Xy +0+ X L0y, 0=@, + X0 + X0, +..+ X L0,
Por = Qoo T X1 @0p1 + Xy0py +.c+ X L0, 0=y + X100y + Xy.00 +..+ X .05,
Por = Pro + XyPry + Xy Py +oo+ X0, 0=0n0 + X100 + X000, +..+ X0,

Os valores encontrados nos fornecem os vinculos ou esforcos internos aos quais se referem,
tornando possivel agora a resolucdo da estrutura original utilizando-se as 3 equacGes fundamentais
da estatica, seguindo o célculo das reacdes de apoio e a construcdo dos diagramas de esforcos
internos solicitantes da estrutura original, a saber N (esfor¢co normal) , V (esforgo cortante) e M
(momento fletor) .

EXERCICIO 01 : Na viga continua esquematizada abaixo , calcular os diagramas de

esforcos internos solicitantes :

15m I 20m |
[ !

|4O kN 30 kN

e 20
NN RN RN RNy
[
%

| 30m
|

40m

E , | - constantes
Resolugao :

= Definicdo da viga equivalente e numeracéo da estrutura (Caso Real) :

15m l 20m |
[ |

|40 kN . '30 kN (\/20 "
PV VNt b
&%
|0 3,0m i 4,0m |2

! [ !
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= Desmembramento da estrutura em Caso (0) — Isostatica Basica e Caso (1) , com seus respectivos
graficos de momento fletor :

\ 1,5m

caso fa b il LLVEIVELE LIl

0 2
| 30m 40m
|
MO W\mﬂm W\w JJJ/ kN.m
40,0
+
kN.m
PRr11
~N
X . CASO (1) —T R
-é' 1,0 é‘ 1,0 A
0 1 2
| 3,0m \ 40m |
| I |
M, kN.m

= Calculo dos giros relativos ¢ryo , @r1y por Castigliano :

M 'Ml.dx

0
E.l

Prio :I

1 1
=— | MyM,;dx=—
PRr10 = 0-Vi1 El

sik sik sik s.i.k
( 3t 3 e .(1+a)+T.(l+,b’)j
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1 (3.22,5.1 4.40.1 3.30.1
+ + (

4.30.1 385
= : 1+05)+——(1+05) |[=4+—
Pro ZE T 3 3 )+ )j 3E.|
Ml-Ml
= .adx
Pru1 I E|
1 1 (sik sik) 1 (311 411 7
=— M, M,dx = : + = . + =+—
Prio = I e E.l ( 3 3 j E.l [ 3 3 j 3.E.l

= Montagem sistema linear com equacao de compatibilidade :
(R)=(0)+X.(1) = OQrr=@ro+X.Qrn

+ 385 + X. l = X :——385 .—B'E'I =-55,00
3.E.l 3.E.l 3.El 7

.. podemos assim afirmar que o0 momento fletor no apoio (1) assume o valor X . 1,0 kN.m, ou seja,
vale 55,00 kN.m . O sinal negativo indica que ele assume sentido contrario ao escolhido na

proposi¢do do caso (1) .

= Calculo das Reagdes de Apoio e Diagrama de Esforcos Internos Solicitantes
D Mgy =-5500 = -55=+R,.3-40.15-20.3.15 = R, =+3L67kN

> My =-5500 = -55=+R,,.4-30.2-2042 = R,=+4125kN
>R =0 = +R,+R, +R,,-40-30-7.20=0 = R, =+137,08kN
SF,=0 = Ry, =0
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15m I 20m |
[ |

40 kN 30 kN
(e 20

VALV VIV VP bbb R

R IR R
Vo 3’0m L V1 4’0m V2
|

N = 0 [kN]

68,75 \
+ 1,67

V3 [kN]

B 1,25 \
38,33 \ we
68,33

55,00

gt Al
Ul

25,00

42,50

EXERCICIO 02 : Na viga continua esquematizada abaixo , calcular os diagramas de

esforgos internos solicitantes :

X 20m |
| !

30 kN (\_/ 40 kN/m
20 Y/, ~)

g

111
0 g

E — constante



ESTATICA DAS ESTRUTURAS | PROF. IBERE 7 137

Resolugdo :

= Definicdo da viga equivalente e numeracéo da estrutura (Caso Real) :

\ 20m
[ | 40 kN

kN
30 kN QPrir = 0 (\/ 40 /m
200

g AL ~yo
O 78S ©

| 30m \ 30m |
| [ |

= Desmembramento da estrutura em Caso (0) — Isostatica Basica e Caso (1) , com seus respectivos

graficos de momento fletor :

| 20m
[ 40 kN

30 kN

. e ~ye
CASO (0 @ _é_ @

kN.m
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Qr11
~N
X . CASO (1) — R
A 1,0 é‘ 1,0 é‘

0 1 2

| 3,0m L 3,0m |

| [ |

M, kN.m

= Calculo dos giros relativos ¢ryo , @ri; por Castigliano :

2

My.M, M .M, MM, 1 ¢ 1
= ax=|———dx+ dx=—M,.M.dx+ M,.M,.dx
Pruo = | E.l { E.l {3.5 E.l { .E.I{ o
1 (s.i.k+s.i.k (1+a)j+ 1 (Slk Slkj
ProET 3 e 3E.l
1 (3.2251 3.1.20( 2) 1 (3451 3.1.20) 305
Prio = . + | 1+— | [+ . — =+
EIl 3 6 3)) 3EI\ 3 6 6.E.I
1 1 2
leM dx jM 1My oy _ij Myt .le.Ml.dx
. E.l . 3El El El

1 (sik 1 (sik 1 (311 1 (311 4
Prig = —— + : = + : =+
ElL 3 3.EI\ 3 ElL 3 3.E.l 3 3.E.l

= Montagem sistema linear com equacao de compatibilidade :

(R)=(0)+X.(1) = @Qrr=0ri0+ X. Prus

0=+ 305+X. 4 = X:—£.£:—38,12

6.E.1 3.E.l 6.E.1 4

8 /37

.. podemos assim afirmar que o0 momento fletor no apoio (1) assume o valor X . 1,0 kN.m , ou seja,

vale —38,12 kN.m . O sinal negativo indica que ele assume sentido contrario ao escolhido na

proposi¢édo do caso (1) .

= Caélculo das Reacdes de Apoio e Diagrama de Esforcos Internos Solicitantes
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> My =-3812 = -3812=+R,(.3-30.1-20.3.15 = R, =+27,29kN
> Mg =-3812 = -3812=+R,,.3-4042 = R,,=+9396kN

YR =0 = +R,,+R;+R,,-30-320-440=0 = R, =+12875kN
> Fy=0 = Ry,=0

X 20m |
[ !

30 kN (\/ 40 kN/m
20 "N/, ~)

g U

Ruo 0 @ 1 @ g_é @

N 0 [kN]

66,04
27,29 40,00
y ) \ + +
\ \

— [KN]
1271 _ -
42,71\ 53.96
62,71
| 1365 135
| 38,12
: ||| H¢I’DQ|II|..

] o

18,62 16,42
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EXERCICIO 03 : Na viga continua esquematizada abaixo , calcular os diagramas de

esforcos internos solicitantes :

24 kN/m \/)

I
—
|
|

ARRARRARRNNNS

40m 30m 3,0m 1,0m

I
E , | — constantes

Resolucéo :

= Definicdo da viga equivalente e numeracéao da estrutura (Caso Real) :

24 kN/m\/) Pror =0 Prar =0 18 kN
S 181,
HHHH%HHIMHH
_/ /é_\ >9kN.m
X1 1 Xz 5 X5 X;3 3 Xs3 A
| 4,0m L 3,0m | 3,0m |
! [ | |

= Desmembramento da estrutura em Caso (0) — Isostatica Basica e Caso (1) , com seus respectivos

graficos de momento fletor :

24N ) Oroo (\/(PRT; " 18 kN
on o Hmuguugmmng
|1 40m 2[ 30m T 30m 4|
! [ | |
C Uy -
48,00 20,25 20,25

+

mmmmmm -
MO KN.m
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Pu Pr21 Pra1
X;.CASO (1) C é_ é— A
100 7 A 3 .
40m X 3,0m | 30m |
[ | |
1,00
P12 Pr22 PR32
X, . CASO (2) N L
A\
é 1,00 1,00 é‘ A
1 2 4
| 40m \ 30m | 3,0m |
| [ | |
1,00
P13 QPr23 QPra3
X3 . CASO (3) N
A\
A é‘ 1,00 ‘é‘ 1,00 A
1 2 3
| 4,0m L 30m | 3,0m |
| [ | |
1,00

11 /37

= Calculo dos giros relativos ©rzo , Prso » Pro1 s Proz » Pres » Prat + Praz » Pras » € AOS YIr0S Qo , Pu1 , P12,

@3, por Castigliano :

M o.M, 1 1 (sik) 1 (4.48.1 64
= dXx=—|My.M,;.dx = . = : =+—
710 = | E.l E.l JMo My E.I( 3 j E.I( 3 j E.l

My.M, 1 1 s.i.kj 1 (4.1.1) 4
= dx = AM;. M, .dx = ) = ) =+
P11 I E.l E.l I 1 E.I( 3 Ell 3 3.E.|
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MM 1 1 (sik) 1 (411 2
| Elz'dXZEl'IMl'MZ'dXZEI'( 6 ]:EI'( 6 j:+3EI

MM 1
¢13:¢R31:J‘ El 3.d J.M M dX—EO 0
(DRZO:J.MO.MZ'dXzi Mo M, dx = sik  sik)_ 1 (4481 320251
E.l E.l "E1l3 3 ) EIl 3 3
_, 887
PR20 =T
M,.M, 1 1 (sik _sik 411 311 7
= dxX=——|M,.M,.dx = +—
PRz = | =, £ Ma M E.I( j ( 3 j 3E.|
M,.Ms 1 1 (sik) 1 (311 1
Pr2s = PRz = | E.l El’ E.I( 6 j E.I( 6 j 2.E.l
My.Mj; 1 1 (sik sik sik
= OX=——|MgMz.dx=—-. + -
Prs0 = | E.l E.l E.I( 3 3 6 )
_ 1 (3.20,25.1+3.20,25.1_3.9.1)2 36
PROZE T 3 3 6 ) E.
M3.My 1 1 (sik sik) 1 (311 311 2
= AdX=—|M,;.M,y.dx = . + = . + =+
Pras = | E.l E.|I 33 E.I( 3 3 j E.I( R ] E.l

= Montagem sistema linear com equacao de compatibilidade :

0=+ X1.011 + X2.012 + X3.013
(R)=(0)+X1.(1)+X2.(2)+X3.(3) = 10=0roo + X1.0r21 + X2.0r2 + X3.0R23
0=0r3o + X1.0r31 + X2.Qr32 + X3.0R33

resolvendo o sistema por forma matricial :

o1 P2 ¢z || Xe - 910 133 067 O X1 — 64,00
PR21 PR22 PR23 || X2 |=|—®Rr20 = 0,67 2,33 050|-| X, |=[-84,25
PR31 PR32 PR3z | X3 — PR30 0 050 2,00]|Xs ~36,00

X, =—-36,47

X, =-23,07

X, =—-12,23

.. podemos assim afirmar que : 0 momento reativo no engaste (1) assume o valor X; . 1,0 kN.m,

ou seja, vale —36,47 kN.m ; 0 momento fletor no apoio (2) assume o valor X, . 1,0 kN.m , ou seja,
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vale —23,07 kN.m ; 0 momento fletor no apoio (3) assume o valor X3 . 1,0 kN.m , ou seja, vale —12,23

kN.m . O sinal negativo indica que os momentos assumem sentido contrario ao escolhido na

proposi¢do dos casos .

= Caélculo das Reacdes de Apoio e Diagrama de Esforcos Internos Solicitantes

> Mg =-2307 = -2307=-3647+R,;4-2442 = R, =+5135kN

> Megs =-1223 = -12,23=-3647+5135.7-244.2+R,,.3-183.15 = R,,=+7526kN

> Mg =-1223 = -1223=-1842+Ry4,3 = R, =+4392kN
=

> M girp =—23,07 ~2307=-18.7.35+4392.6+Ry3.3 = R,,=+5L47kN

>Fy=0 = Ry =0 ; Rys=0
24 Ny ~) ~_ 189
LU ]
" 40m lRVZ 30m RV33,0m iv)‘:n
|
N = 0 [KN]
51,35

30,61 \ 28,08 \ 18,00
+ + + h
Vv \ \ [kN]
2,14 m 23,39 \

44,65 25,92

36,47 1,70m 1,56 m

23,07
12,23 9,00
M — })\ h}\ A(f }}\ /{ ) [kN.m]

T
* 2,95 HHHTIN
9,67

18,48
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EXERCICIO 04 : Na viga hiperestatica esquematizada abaixo , calcular os diagramas

de esforgos internos solicitantes :

20 kN/m \/)

bbbl

40m

ANRARRANRNNNN

—

E , | — constantes

Resolucao :
a) utilizando a flecha do apoio (1) para montagem da equagéo de compatibilidade :

= Definicdo da viga equivalente e numeracéo da estrutura (Caso Real) :

kN
20 " ~)

CLLOY

0 1

ANRARRRNRNNNY

40m

= Desmembramento da estrutura em Caso (0) — Isostatica Basica e Caso (1) , com seus respectivos

graficos de momento fletor :

zokN/m\/) 160
o AL, ﬂﬂﬂlﬂﬂﬂﬂmmm

40m |

ANRARRARRNNNY

—

kN.m

X . CASO (1) a 0 : 5y,
|

M,

—

= Calculo das flechas &y, , 8:; por Castigliano :

Mo.M; 1 1 ( sik) 1 ( 41604) 640
510 = dx=——[MoMpdx=—| -8 |== | =
=] El JMoM, El ( 4 j 1 ( 4 ) El
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MM, 1 1 (sik) 1 (44.4) 64
51y = dx=—— M Mpdx=—] 2% |= = | 227 |- 2%
=] E.l El JMiMy E.l ( 3 J E.I( 3 j 3.E.l

= Montagem sistema linear com equacao de compatibilidade :
(R)=(0)+X.(1) = 0Rr=08,+X.0dy

0980, 5 0 oy _[BO3BEL 4500
El " 3El El 64

.. podemos assim afirmar que a reacdo vertical no apoio (1) assume o valor X . 1,0 kN , ou seja,
vale 30,00 kN . O sinal positivo indica que ela assume o mesmo sentido escolhido na proposi¢édo do

caso (1).

= Célculo das ReacOes de Apoio

D Mg=0 = —Mgg-304+2042=0 = Mg, =+40,00kN

>R =0 = +Ry,(+30-420=0 = R, =+50,00kN

ZFH =0 = RHOZO

b) utilizando o giro do engaste (1) para montagem da equacao de compatibilidade :

= Defini¢do da viga equivalente e numeracéo da estrutura (Caso Real) :

20 ~)
LSO

Pr=0
1 2
\ 4,0 I
[ I

= Desmembramento da estrutura em Caso (0) — Isostatica Basica e Caso (1) , com seus respectivos

graficos de momento fletor :

20" ~ )

o LILILIIL]

M
P10 0
1 2

) 4,0 |
f I

1
il Hﬂmﬂ]ﬂﬂ]ﬂlﬂﬂﬂﬂm@m
X.CASO (1) ( P y .
1
l
t

4,0
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= Calculo dos giros ¢, , 1, por Castigliano :

Mo.M, 1 1 ( si 1 ( 4401 160
= dx=—[MyMpdx=— | -2 |= = |- _—
710 = El gl 0 |( j E.l 3 3.E.l
My M, 1 1 (sik) 1 (411) 4
= dx=—[M; Mpdx=—] 25 |= = [ === T
o= E.l E1Y TR ( 3 E.I( 3 j E.l

= Montagem sistema linear com equacao de compatibilidade :

(R)=(0)+X. (1) = or=0¢u+X.0u

g__ 160 o 4 —  x =4 300 3El_ 4600
3.E. 3.E. 3EI 4

.. podemos assim afirmar que 0 momento reativo no engaste (1) assume o valor X . 1,0 kN.m, ou

seja, vale 40,00 kN.m . O sinal positivo indica que ela assume o mesmo sentido escolhido na
proposi¢do do caso (1) .

= Caélculo das ReacGes de Apoio

d>My=0 = -40-Ry;.4+2042=0 = R, =+30,00kN
>R =0 = +Ry,(+30-420=0 = R, =+50,00kN

> Fy=0 = Ryp=0

('~ 20" ~)
él l l l l l l l l l Diagramas de Esforgos Internos Solicitantes
MRO A+

A0 Ruo

Rvo Rv1
) 4,0 |
I

N+ 0 [kN]

=+

50,0
\ Nota : O exercicio foi resolvido de duas
\%

[kN] maneiras possiveis para demonstrar o método ,

,_2,50m_+\ 30.0 no caso poderia ser utilizada a resolucdo a) ou

40,00

"=

22,50

b) , que resultaram iguais como podemos

comprovar no item de calculo das reagdes.
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EXERCICIO 05 : Na estrutura esquematizada abaixo , calcular as reaces de apoio e

os diagramas de esforc¢os internos solicitantes :

(\/32““/”1
LUV VPP 2

30m

20m

E , | — constantes

TR

6,0m

Resolucéo :

Definicdo da estrutura equivalente e numeracgéo (Caso Real) :

(\/32kN/m
LIV VPPV ] e

3

3,0m

20m

Pr=0 1
\J3
1

6,0m |

E , I — constantes

—
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= Desmembramento da estrutura em Caso (0) — Isostatica Basica e Caso (1) , com seus respectivos

graficos de momento fletor :

O 27 CASO (0)
L LUV LL L] 2em
3 4 > F, =0
£ +24-R,; =0
= R,, =24
>M, =0
T i +R,,.6+245-326.3=0
£ a szvi76
o
- 76 kN 1o RZF\,?:GO o
viT T VLD =
A 24 kN R, =116
116 kN
L 6,0m
I
0 144,00
120,00
2 3 .

Mo [kNm]
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3 y X1 . CASO (1)

> Fy =0

R,, =0

e 2 lezo
_é_ +R,,6-1=0

szz}/e

1| Pu ZFV:O

A 0 _Rv1"'%:0

F\)v1:%

30m

20m

1/6 kN

6,0m

My kil 1,00

= Calculo dos giros ¢, ¢1;, por Castigliano :

M,.M 1 1 (sik sik sik
(010=I . l.dx:EI.IMO.Ml.dx= ( _>R )

E.l El1l 3 3 2

1 (6.1.144 61120 5.1.120) 252

Po=ETT 3 3 > )T El

MM, 1 1 (sik
D14 —J E |l .dX— El .JMl.Ml.dx_al(T—l—s'llkj

1 (6.1.1 7
=—|—+511|=+—
Y E.I( 3 j El
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= Montagem sistema linear com equacao de compatibilidade :

(R)=(0)+X;.(1) = O=p,+X,0, = X, =-20
(2T
{22 E g
E.l 7

.. podemos assim afirmar que o momento reativo no engaste (1) assume o valor X; . 1,0 kN.m,

ou seja, vale 36,00 kN.m . O sinal positivo indica que 0 momento assume o mesmo sentido ao
escolhido na proposi¢do dos casos .

= Calculo das Reagdes de Apoio e Diagrama de Esforgos Internos Solicitantes
R,; =116,00 + 36, OO.(—%) =110,00 kN

R,, =24,00+36,00.(0) = 24,00 kN

0
R,, =76,00+36,00.(+ %) =82,00 kN 82,00 I 110,00
©
@
82,00
N [kN]
110,00
82,00
@ 24,00
©)
0¥ 110,00
®
| 2,56m |
|
V [kN]

24,00
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84,00

84,00

2,56m

105,06

M

[kN.m ]

36,00

EXERCICIO 06 : Na estrutura esquematizada abaixo , calcular as reacdes de apoio e

os diagramas de esforcos internos solicitantes :

(\_/36kN/m
NN R RNy

18 kN

20m

20m

E , | — constantes TR
40m

—

Resolucéo :

= Definic¢do da estrutura equivalente e numeracao (Caso Real) :
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Pr=0

2,

(\_/36““/,“
LY e
ZA s

1
40m

|
|

E , | — constantes

22 /37

= Desmembramento da estrutura em Caso (0) — Isostatica Basica e Caso (1) , com seus respectivos

gréficos de momento fletor :

18kN 1

kN/
m

(\_/36

bbbl

18 kN

P10

54 kN

20m

20m

90 kN

40m

CASO (0)
> F, =0
-18+R,, =0
R, =18

> M, =0
~R,,4-18.4+36.42=0
Ry, =54

YR =0

Ry, +54-36.4=0

Ry, =90
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4 ““““Ws
0::

72,00

72,00 4

72,00

MO [kN.m]

— X;.CASO (1)

> F, =0

R, =0

zé_ -1 ZM1=0
+R,,4-1=0

Ry =7

>R, =0

0 1o
11 R, ~¥%=0

R il

40m

20m

1/4 kN

20m

1,00

M; [kNm]

1,00 1
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= Caélculo dos giros ¢, ¢:;, por Castigliano :

M,.M, 1 1 (sik sik sik
= dx = AM .M..dx = ) - —
o= [ E.l E.|I 0V E.I( 3 3 2 J

1 ( 4172 4172 4172 144
Pro =71~ + + =+
E.I 3 3 2 E.I
M,.M, 1 1 (sik .
= ax = AM, M, dx=—| —+5s.i.k
i I E.l E.l I e E.l ( 3 j
1 (411 16
== | T 411 | =+ ——
Y E.I( 3 j 3E.|

= Montagem sistema linear com equacao de compatibilidade :

(R)=(0)+X1.(1) = O0=¢,+X,.0, = Xl:_%
1

X, =4 3EL_ 5700
El 16

.. podemos assim afirmar que o momento reativo no engaste (1) assume o valor X; . 1,0 kN.m,
ou seja, vale 27,00 kN.m . O sinal negativo indica que 0 momento assume o sentido contrario ao
escolhido na proposigéo dos casos .

= Caélculo das Reacdes de Apoio e Diagrama de Esforcos Internos Solicitantes

R,y =90,00-27,00.(+ %) = 83,25 kN
Ry, =18,00—27,00.(0) =18,00 kN

R,, =54,00—27,00.(~ %) = 60,75 kN
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83,25 ﬁ 60,75
T
©
© 60,75
83,25 N [kn]
83,25
18,00 ®
©
60,75
©
1,69 m
| |
18,00 V [kN]
45,00
45,00 ||||
)
51,26 F 0
1,69 m
| |
27,00

M [kN.m]

25 /37
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EXERCICIO 07 : Na estrutura esquematizada abaixo , calcular as reacdes de apoio e

os diagramas de esforc¢os internos solicitantes :

NP 13N/
o UL bbb .
c 21 kN SE,
S T
17 kN
=
o
<
H
N
4 T 4
l% 40m
I E, | - constantes
Resolucéo :
= Definicdo da estrutura equivalente e numeracdo (Caso Real) :
(\_/ 13N/
. LVl by
3
c 21 kN §
0 -~ 1
N
B 17 kN
o
<
5
N
4 61:3 1 Pr=0]2 1
< h L

40m

_,_N><

—_—
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Desmembramento da estrutura em Caso (0) — Isostatica Basica , Caso (1) e Caso (2) , com seus

respectivos graficos de momento fletor :

17 kN

42,50 3

(\_/13

kN/
m

SENER RNy

3

36,38 kN

4,0m

D2 |,

—

4,00 kN A

15,62 kN

|
|

21 kN

Mo

[kN.m]

|1,0m|

40m

20,00

CASO (0)

> F, =0

+17-21+R,, =0

R, =4

> M, =0

-R,,4+1725+134.2-214=0

R,, =15,62

>R =0

R,, +1562-134=0

R,, =36,38

4

21,00

4
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X1 . CASO (1)
> F, =0
S — =
E 1-R,, =0
¥ Ry, =1
>M, =0
+Ry,4=0
O11 1 P21 ) sz =0
100k L) 100kN £) > F =0
0 0 R,,+0=0
\ 4,0m R, =0
|
5,00 5,00
5,00 3 4 500
3 4

=

M; [kNm]

28 /37
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T 3 4 X, . CASO (2)
> F, =0
Ry, =0
£
o > M, =0
o
+R,,4-1=0
sz =Y
F =
S| 1 P22 Z !
- A o 0
_) Ryi=7%
Y, kN AN 1,00 kN.m
40m
|
[
3 1,00 4
0 3F
M [KN.m]
1 ? 1,00 2

= Calculo dos giros @z, ¢z, ¢ , €das flechas 6, 8;; , ;. , por Castigliano :

M,.M 1
8 =] EI 1.dx=E|.jM0.Ml.dx

1 |si S sik s s.a.k
[—.(Z.kl ) Sk k) 2 S oy +k2)—T}

v Elle
- % _[2,5.42,5_(2_5+ 25)4 % (425+ 1)_@+1'_§1.(2.5+ 4)- 5-20.5} i +19Ez,:)2

M..M 1 1 (sik . s..k
O, = L1 dx = AM. M. dx=—| ——+sik+—
H I E.I E.|I e E.I(S 3)

29 /37
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11:i.(5.5.5+4'5'5+5.5.5J: 183,33

E.l 3 E.l
MM, 1 1 sik sik
512—(021—-[ El .dx—a. Ml.Mz.dX—E.I.(— 5 — 2)

1 451 515 22,50

%0 =0a=g "7y T2 )T TEN

_MyM, 1 1 s. sik sik sik
0 = | = .dx_EII.IMO.Mz.dx_a{—E.(Z.kl+k2)+ B 2}

0r = L{_ 4101, 45), 4126, 5201 1.21.1} 4450
E.l 6 2 2 E.l
MM, L 1 (sik .
¢22—I = ax = ] -J.Mz-Mz-dX—j-(TJrs-"kj

=—1 | —+511|=4+——
D2 E |

1 (4.1.1 j 6,33
3 E.l

= Montagem sistema linear com equacao de compatibilidade :
Or =0y + X0y, + X,.0,,

(R)=(0)+X;.(1)+Xz.(2) = {
Por = P + X0y + X, .09

192,02 183,33 X 22,50

0= E.l * El Y E@ ? —-192,02 =183,33.X, —22,50.X, X, =-3,388
_ 44,50 22,50 6,33 — 44,50 = -22,50.X, +6,33.X, X, =-19,074

0= X+ X,
E.l E.l E.l

.. podemos assim afirmar que o momento reativo no engaste (2) assume o valor X, . 1,0 kN.m, ou
seja, vale 19,07 kN.m ; e a reacgdo horizontal no apoio (1) assume o valor X; . 1,0 kN, ou seja , vale
3,39 kN. O sinais negativos indicam que o momento e a reacdo horizontal assumem o sentido

contrario ao escolhido na proposicdo dos casos .

= Calculo das Reacgdes de Apoio e Diagrama de Esforcos Internos Solicitantes
R,; =36,38-3,388.0-19, O74.(+ %) =31,61KkN

Ryz =4,00-3,388.(~1)~19,074.0 = 7,39 kN

R,, =15,62-3,388.0-19,074.(- %)= 20,39 kN
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13,61 13,61

31,61 @ 20,39

N [kN]
31,61 20,39
31,61
® 13,61
13,61 o le
O 7.39 13,61
20,39
3,39
13,61 o
2,43 m
3,39 V [kN] 7,39

25,55
3,1

25,55 m\ .|||| ,(4

=

E 12,86 10,49

I

8,48

1,57m

19,07

M [kN.m]
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EXERCICIO 08 : Na estrutura esquematizada abaixo , calcular as reacdes de apoio e

os diagramas de esforgos internos solicitantes :

(\/zokN/m
LI

o SRR
@ T
@xr‘ﬂ e
i L

6,0 m

o

E — constante

4,0m 20m |
|

Resolucéo :
Definicdo da estrutura equivalente e numeracdo (Caso Real)

o 40 kN
(\_/20 I
Ty
3 4

S
40 kN N;_

O _

S S

g /]@ 82R=0 , 9\

40m
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= Desmembramento da estrutura em Caso (0) — Isostatica Basica , Caso (1) e Caso (2) , com seus

respectivos graficos de momento fletor :

40 kN CASO (0)
(\/20 N
L lllllillll)wkw-m YR, =0
’ O 4 E —40+R,, =0
40 kN N__ Ry =40
o _ 2 M, =0
= @ o -R,,4-40.4+2042+40.4+40=0
N
e 80 | 2 | Ry, =50
>R =0
o R,, +50—-20.4—40=0
_‘_ﬂ 1 Ry = 70
40 KN Z,}
70 KN
\ 40m
I
240,00 3 4 80,00
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0N
e /]@
o
© 621 2
1/4 kN
0 Pul,
A
1,00 Y, kN
| 40m
I
1,0 1,00

1,00

20m

20m

M,

X; . CASO (1)

> F, =0
Ry, =0

> M, =0
+R,,.4-1=0
Rv2 =7
YR =0
R,-%=0
Ryi=%
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X, . CASO (2)
1 [ o - —
e
(C\)I Z FH =0
1T RHl _l = O
®\r 5 Ry, =1
E o
3 q@ S| 2 o
- é— o -R,,4+12=0
o Ry, = 0,5
P12 . Z -
1,00 kN -R,;+05=0
RV1 = 0,5
0,5 kN
| 40m
[
3 6,00 . |
T
00
2
M,  [kN.m]

= Calculo dos giros @i, @11, @12, €das flechas 6, , 8, , 8, , por Castigliano :

1 1 (sik) 1 [si sik

M Mdx+—. M M, dx = , +——(2k, +k,)-——

P = 2EI ElY 2.E.I(2j E.I[6( 1tke) 3}
= L .(6.240.1j+ 1 '{ﬂ'(2.240+120)_4.4o.1}:2120
2.E.I 2 EIL 6 3 3.E.l

1 1 3 1 . 1 (sik
=——| M, M, dx+ M..M,dx=——-[s.ik)+—| —
YT EI-! o (sk) E.I(S)

1 1 (411) 13
=—(6.1.1)+—. =
Y 2.E.I( ) E.I( ]
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1 s.ik 1 S.i
=0 M,.M, dx+— M,.M,.dx | = + | ——.(2k, +k
P12 =00 = 2E|I I 2.E.I( 2j E.I[ 5 2k, 2)}
1 ( 661} 1[ 41 59
_ 5, = - r 2t 0era)| =2
2 = O 2.E.I( 2 ) E.I{ 5\ )} 3E.|
1 3
520=— MM dhet— jlvl M, .dx
2E.|

1 s.i.k 1 |si S (- . . . S.
5”:2E|{_ 3]+EI{E%h+kﬂ—gﬂhkﬁﬁk2+bh+2hkﬁ—€{2h+@ﬂ

Sy = 1 .[— 6'6'24OJ+ : {4'40 (6+4)- 4 —(2.6.240 +240.4+120.6 + 2.4. 120)—@ 2.4+ 2)}
2.E.l 3 El]l 3 6 6
14560
Sy = ——
® 3El
1 7 1 ¢ 1 (sik) 1 [sik s,... . . .
22 _? ‘!MZ.MZ.dX+E.‘£M2.M2.dX :H(Tj +E|:T +g'(2'll'kl + |1.k2 + |2'kl + 2.|2.k2 )j|
1 476

665) il[iiﬂ 2(266+64+46+244ﬂ 3El

0, = — |+
2E1 3 E.l 3 E.l

= Montagem sistema linear com equacao de compatibilidade :

(R)=(0)+X1.(1)+Xs.(2) = {(/’1R:§010+X1-§011+X2-¢12

Oyg =0y + X0, + X,.0,

_ 2120 13 X 59 X

_3.E.I +3.E.I ' l_3.E.I e —2120=13.X, —59.X, X, =-55441
=

_ 14560 59 X 476 14560 = -59.X, +476.X, X, =+23,716

— . + .
3.E1 3EI!' 3EI1IT?

.. podemos assim afirmar que 0 momento reativo no engaste (1) assume o valor X; . 1,0 kN.m ,
ou seja, vale 55,44 kKN.m , sendo que o sinal negativo indica que 0 momento assume sentido
contrario ao escolhido na proposicdo dos casos ; e a reacao horizontal no apoio (2) assume o valor
Xz . 1,0 kN, ou seja, vale 23,72 kN, o sinal positivo indica que a reacdo horizontal assume o sentido

0 escolhido na proposi¢éo dos casos .
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Calculo das Reacdes de Apoio e Diagrama de Esfor¢os Internos Solicitantes

R,, =70,00-55,441.0,25+ 23, 716.(—0, 50) =44,28 kN
Ry, =40,00-55,441.0+ 23, 716.(—1, OO) =16, 28 kN

R,, =50,00-55,441.(-0, 25) +23,716.0,50 = 75,72 kN

16,28 16,28 44,28
40,00
44,28 © 0
e e
75,72 ® ®
16,28 16,28
©)
®
© 35,72
© 23,72 16.28
75,72 © 521 ©
< S 23,72
N [kN
[k V [kN]
16,28

44,28
40,00

N .

42,24 A
I oo A=
6781 148%

N

221m | ./E

47,44

M [kN.m]

55,44



