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» TEOREMA DE CASTIGLIANO

a) Calculo da Flecha = o= IM M, - dx

Onde: & -—flecha

M, — momento fletor devido ao carregamento externo

M; — momento fletor devido a uma carga unitéria locada no ponto onde se deseja conhe-
cer a flecha .

E — mddulo de deformacéo / elasticidade longitudinal do material

I — momento de inércia da secdo transversal

No exemplo abaixo , calcularemos a flecha no ponto B , conforme o esquema estéatico dado :

N (\/3’0 i —viga auxiliarcom carregamento unitario :
N
si”“““”g
N
L 20m | N A B
I i
2,0
E, | - constantes % il %
— diagramas de momento fletor My e My :
6,0
M Hﬂmmmmw— - |||||||||||||||||IIIIIIIIIIIII““lIIIIn.. KL
— utilizando a tabela de Kurt Beyer para integral de duas funcdes :
J~M M .dx _SIK ik 2 6.2 _6
4 4
— célculo de &g por Castigliano :
M, -M 1 1 6
g =|—2—2>.-dx=—"—|M, M, -dx=——-6 SO = ——
° E-I E-IJ. ° E-I " E-I

M,-M
b) Calculo do Giro = = Ié—ll -dx
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Onde: ¢ -giro

M, — momento fletor devido ao carregamento externo

M; — momento fletor devido a um momento unitario locado no ponto onde se deseja co-
nhecer o giro .

E — modulo de deformacéo / elasticidade longitudinal do material

I — momento de inércia da secdo transversal

No exemplo abaixo , calcularemos o giro no ponto B , conforme o esquema estatico dado :

N ~— T — viga auxiliar com carregamento unitario :
NIEEREEEERER
§ A B ﬁ 1,0 kN.m
N\
t 2om ) N A B>
! ?
E, | - constantes % 2,0m +

— diagramas de momento fletor M, e M :

6,0 H 1.0
Mo kN.m Ml kN.m

— utilizando a tabela de Kurt Beyer para integral de duas funcdes :
SI k 2 6.1
[M.M,.dx =4
3 3

— célculo de g por Castigliano :

M, M, 1 1 4
=|—2—=dX=—"—|M_,-M,-dx=——-4 SoPg=——
7e=["¢ £ Mo M: ¥ 7BTE
. : , M, M,
c) Célculo do Giro Relativo = (pR—I £ -dx

Onde: o —giro relativo

M, — momento fletor devido ao carregamento externo
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M; — momento fletor devido a momentos relativos unitarios locados no ponto onde se de-
seja conhecer o giro relativo

E — mddulo de deformacéo / elasticidade longitudinal do material
| — momento de inércia da secdo transversal

No exemplo abaixo , calcularemos o giro no ponto B , conforme o esquema estatico dado :

3,0 N
N
NIIERREES R ERNR RN NN EY
§ A B C
1 2,0m 1 40m 1
I f I
E, | - constantes Observacdo : existe uma articulagéo na estrutura no ponto B .

— célculo reacdes na estrutura articulada :

3,0, 6,0 kN 304y
N !
NIERERERY ITAREERRRREET.
§ A 5 + B c
I 6,0 kN t 6,0 kN
| 20m i | 40m |
i I f i
— diagramas de momento fletor M, :
Trecho AB Trecho BC
6,0 10
M, kN.m M; kN.m
+ L
6,0
12,0
Ivlo

kN.m

— viga auxiliarcom carregamento unitario :
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Mga = 1,5 kN.m

@ 1,0 kN.m 1,0 kN.m

N N

NE A e
I Rva = 0,25 kN 1 Ryc = 0,25 kN
1 2,0m 1 40m 1
I | I

SMg; =0 = -1+4Rc=0 = Ryc=025KN
>F, =0 = Ry-Re=0 = Ry,=025KN
>Mpeq=0 = +14+2Rc~Mga=0 = Mgy =1+05=15KN.m

— diagramas de momento fletor M :

Trecho AB Trecho BC

15
m 1,0
M kN.m

o]

kN.m

— utilizando a tabela de Kurt Beyer para integral de duas funcdes :

trecho AB :
[MMy.dx = Si(3k +k,) . si(2k +k,)_26(3.15+1) . 2.12(2.15+1) _ 215
12 6 12
trecho BC :
jMO.Ml.dx=—S'I'k :—4'6'1:—8
3 3
— célculo de @rg por Castigliano :
M, M, 1 1 13,5

=|—2—=-dx=—"-—|M_,-M, -dx=—"—-(215-8 =—

Prs _[ E. | E-I'[ o MV E. | ( ) PrB E. |

* Observacdo : nos exercicios acima sao utilizadas as seguintes tabelas :
TABELA 01 - Integral de duas func@es ( Kurt Beyer )

TABELA 02 e 03 — Reacdes e Momentos para vigas bi-apoiadas isostaticas simples
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> Diagrama de carga modificado
Em algumas situac@es, dentro do método dos esforcos, sera interessante a utilizagdo do diagra-
ma de carga modificado na resolucdo do exercicio, de modo a transformar trechos em balango por

um conjugado formado por uma carga e um momento que represente o trecho , tal qual vemos nos

exemplos abaixo :

6,0 kN

(\/3,0 N/ (\/3,0 N/
NN NIy T
c A = ,O kN.m ?
F.=0q./,=3,02,0=6,0 kN - M. = q.Kb.%b=3,O.2,0.2’—20:6,0 KN.m

e 10,0 Y/, ok e 10,0 "/, >0 KN
TR L]

INI (\l/f’omlm l l ’ 5,0kNl 8.0, 34,0 kN
TIRRARERRRAR
A T

A B
f I I ) 1

F.=F+F,+q/,=6,0+4,0+8,0.3,0=34,0 kN

M. =F.x+F,./, +q.€b.%”: 6.1,5+4,0.3,0+8,O.3,O.3’—20=57,0 kN.m



